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Èçâåñòíî, ÷òî â ãðàôå íà n âåðøèíàõ ñ ìèìèìàëüíîé ñòåïåíüþ 4 ñóùåñòâóåò îñòîâ-
íîå äåðåâî, ñîäåðæàùåå íå ìåíåå 2

5 ·n ëèñòüåâ [4], ÷òî ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîé
îöåíêîé äëÿ òàêèõ ãðàôîâ. Â íàøåé ðàáîòå ïðèâîäèòüñÿ ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì,
íàõîäÿùèé â ãðàôå ñ k âåðøèíàìè ñòåïåíè õîòÿ áû ÷åòûðå è k′ âåðøèíàìè ñòåïåíè
òðè, îñòîâíîå äåðåâî ñ êîëè÷åñòâîì âèñÿ÷èõ âåðøèí, ïî êðàéíåé ìåðå d2

5 · k + 2
15 · k

′e.

1 Ââåäåíèå

Â.Ã.Âèçèíã [1] â 1968 ãîäó ïîñòàâèë çàäà÷ó ïîèñêà â ñâÿçíîì ãðàôå îñòîâíîãî äåðåâà ñ
íàèáîëüøèì ÷èñëîì âèñÿ÷èõ âåðøèí. Â 1973 ãîäó B. Zelinka [2] ïðåäëîæèë íå ïîëèíîìè-
àëüíûé àëãîðèòì íàõîäÿùèé äåðåâî ñ ìàñèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì âèñÿ÷èõ âåðøèí. Èç-
âåñòíî, ÷òî çàäà÷à ïîèñêà îñòîâíîãî äåðåâà ñ íàèáîëüøèì êîëè÷åñòâîì âèñÿ÷èõ âåðøèí
ÿâëÿåòñÿ NP�ïîëíîé äàæå â êëàññå êóáè÷åñêèõ ãðàôîâ. Çàäà÷à ïîèñêà îñòîâíîãî äåðåâà
ñ ìàêñèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì ëèñòüåâ ðàññìàòðèâàëàñü ìíîãèìè àâòîðàìè [6, 5, 9, 7, 8].

Îïðåäåëèì L(G), êàê ìàêñèìóì êîëè÷åñòâà âèñÿ÷èõ âåðøèí â îñòîâíûõ äåðåâüÿõ
ãðàôà G. Â 1981 ãîäó Storer â ñâîåé ðàáîòå [3] çàÿâèë, ÷òî L(G) ≥ 1

4
N + 2 äëÿ âñåõ

3�ðåãóëÿðíûõ ãðàôîâ íà N âåðøèíàõ. Çàòåì N. Linial [10] âûäâèíóë ãèïîòåçó, ÷òî L(G) ≥
δ−2
δ+1

N + cδ äëÿ ãðàôîâ ñ ìèíèìàëüíîé ñòåïåíüþ õîòÿ áû δ, ãäå cδ çàâèñèò òîëüêî îò δ. Â
ðàáîòå [4] áûëà äîêàçàíà ãèïîòåçà äëÿ δ = 4, δ = 5 (äëÿ δ = 3 ãèïîòåçà áûëà äîêàçà-
íà åùå ðàíüøå â ðàáîòå [5] ñ ïîìîùüþ ìåòîäà �ìåðòâûõ âåðøèí�). Òàì æå, â ðàáîòå [4],
ïîñòðîåíà áåñêîíå÷íàÿ ñåðèÿ ïðèìåðîâ ïîêàçûâàþùàÿ, ÷òî ýòà îöåíêà àñèìïòîòè÷åñêè
òî÷íà äëÿ δ = 4, δ = 5, δ = 3 è cδ = 2. Äëÿ δ = 6 è âûøå, çàäà÷à îêàçàëàñü ñóùå-
ñòâååíî òðóäíåå, â ñâÿçè ñ ÷åì âîçíèêëè ñîìíåíèÿ, ÷òî ãèïîòåçà âåðíà â îáùåì ñëó÷àå.
Ïðè ïîìîùè âåðîÿòíîñòíîãî ìåòîäà â ðàáîòå [11] áûëî ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ãðàôîâ ñ
L(G) = (1 − (1 + o(1)) ln(δ+1)

δ+1
)N , ÷òî îïðîâåðãàåò ãèïîòåçó äëÿ áîëüøèõ δ (áîëåå ïîäðîáíî

ñì. [12] è [13]).
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå îöåíêà äîêàçûâàåòñÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ãðàôà, â îòëè÷èå îò

ïðåäûäóùèõ ðàáîò, áåç îãðàíè÷åíèé íà ìèíèìàëüíóþ ñòåïåíü. Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïû-
òàòüñÿ îöåíèòü L(G) ÷åðåç êîëè÷åñòâî âåðøèí ñòåïåíè õîòÿ áû 4, òî âåðøèíû ñòåïåíè 2 è
1 �íå ìåøàþò� â ýòîé îöåíêå, à âåðøèíû ñòåïåíè 3 äàæå íåìíîãî óâåëè÷èâàþò êîëè÷åñòâî
âèñÿ÷èõ âåðøèí. Â íàøåé ðàáîòå ïðåäúÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì, ðàáîòàþùèé ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ, íà âûõîäå âûäàþùèé îñòîâíîå äåðåâî, êîëè÷åñòâî âèñÿ÷èõ âåðøèí êîòîðîãî óäî-
âëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó èç àííîòàöèè.
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2 Îáîçíà÷åíèÿ

Äàäèì íåñêîëüêî íåîáõîäèìûõ íàì îïðåäåëåíèé è îáîçíà÷åíèé. ×åðåç E(G) ìû áóäåì
îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ðåáåð ãðàôà G. Ïóñòü S ⊂ V (G), òîãäà ÷åðåç G(S) îáîçíà÷èì
èíäóöèðîâàííûé ïîäãðàô ãðàôà G íà ìíîæåñòâå âåðøèí S. ×åðåç d(x) áóäåì îáîçíà÷àòü
ñòåïåíü âåðøèíû x â ãðàôå G.

Îïðåäåëåíèå 1. Íàçîâåì ïîìå÷åííûì ãðàôîì ïàðó (G, S), ãäå G � ãðàô, à S ⊂ V (G),
ïðè ýòîì ìíîæåñòâî S âåðøèí ãðàôà íàçîâåì ïîìå÷åííûìè âåðøèíàìè. Ïóñòü G = (G, S)
ïîìå÷åííûé ãðàô è P ⊆ V (G), òîãäà èíäóöèðîâàííûì ïîìå÷åííûì ïîäãðàôîì íà ìíîæå-
ñòâå âåðøèí P íàçîâåì ïîìå÷åííûé ãðàô (G(P ), S ∩ P ).

Îïðåäåëåíèå 2. Ïîìå÷åííîå äåðåâî � ýòî êîðíåâîå äåðåâî, êîðåíü êîòîðîãî � ïîìå-
÷åííàÿ âåðøèíà. Äëÿ ïîìå÷åííîãî ãðàôà G íàçîâåì ïîìå÷åííûì îñòîâíûì ëåñîì ëþáîé
îñòîâíûé ëåñ ñîñòîÿùèé òîëüêî èç ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ.

Îïðåäåëåíèå 3. Îïðåäåëèì âåëè÷èíó L(T ) â ïîìå÷åííîì äåðåâå T âû÷èñëÿåìóþ ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó.

1) Åñëè |V (T )| > 1, òî L(T ) � ýòî êîëè÷åñòâî íåêîðíåâûõ âèñÿ÷èõ âåðøèí â äåðåâå T
ìèíóñ îäèí.

2) Åñëè |V (T )| = 1, òî L(T ) := 0.
Äëÿ ïîìå÷åííîãî ëåñà F îïðåäåëèì âåëè÷èíó L(F) =

∑
L(Ti), ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî

âñåì äåðåâüÿì Ti â F .

Ïóñòü S1 ⊂ V (G) òàêîâî, ÷òî ãðàô G(S1) ñâÿçåí. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî S2 ⊂ V (G),
ñîñòîÿùåå èç âñåõ âåðøèí íå èç S1, ñìåæíûõ õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé èç S1. Îïðåäåëèì
S3, êàê V (G) \ (S1 ∪ S2). Òîãäà èç S3 â S1 íåò ðåáåð.

Îïðåäåëåíèå 4. Íàçîâåì ïàðó ìíîæåñòâ (S1, S2) äðåâåñíîé ïàðîé, à ìíîæåñòâî S3 íàçî-
âåì îñòàòî÷íûì ìíîæåñòâîì ïàðû.

3 Àëãîðèòì

3.1 Îáùàÿ ñõåìà

Âìåñòî ïîèñêà îñòîâíîãî äåðåâà â ãðàôå G ìû ïîìåòèì òîëüêî îäíó âåðøèíó, è áóäåì
èñêàòü ïîìå÷åííûé îñòîâíûé ëåñ â ïîìå÷åííîì ãðàôå G. Íàø àëãîðèòì áóäåò äåéñòâîâàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Ïûòàåìñÿ âûáðàòü â ñâÿçíîì ïîìå÷åííîì ãðàôå G �õîðîøóþ� äðåâåñíóþ ïàðó
ìíîæñòâ (S1, S2) ñ íåáîëüøèì êîëè÷åñòâîì âåðøèí (|S1| + |S2| íå áîëüøå íåêîòî-
ðîé êîíñòàíòû). Òî÷íîå îïðåäåëåíèå �õîðîøåé� ïàðû ìû ïðèâèäåì â êîíöå òåêóùåé
ñåêöèè. Â ñåêöèè 4 ìû äîêàæåì:

• Ëèáî ñóùåñòâîâàíèå òàêîé ïàðû.

• Ëèáî íàéäåì â G �õîðîøåå� ïîìå÷åíîå äåðåâî ñîñòîÿùåå èç îäíîé âåðøèíû. Â
ýòîì ñëó÷àå ìû âûêèäûâàåì ýòó âåðøèíó èç G è ïîìå÷àåì âñåõ åå ñîñåäåé. Ïîñëå
÷åãî îïÿòü ïîâòîðÿì øàã 1.
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S2

S1

v

v2v1

Ðèñ. 1: Ïðèìåð äîïóñòèìîãî ðàñøèðåíèÿ.

• Ëèáî íàéäåì �õîðîøèé� ïîìå÷åííûé îñòîâíûé ëåñ. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå àëãî-
ðèòì ïðåêðàùàåò ðàáîòó äëÿ äàííîãî ãðàôà G.

2. Ïîêà ýòî âîçìîæíî ïûòàåìñÿ ðàñøèðèòü (S1, S2) äî äðóãîé äðåâåñíîé ïàðû (S ′
1, S

′
2)

ñëåäóþùèì äîïóñòèìûì òèïîì ðàñøèðåíèé.

Åñëè â S2 åñòü âåðøèíà v, ñìåæíàÿ, ïî êðàéíåé ìåðå ñ äâóìÿ âåðøèíàìè îñòàòî÷íîãî
ìíîæåñòâà S3. Ïóñòü v ñìåæíà â S3 ñ v1, v2, . . . , vi. Ïîëîæèì (S ′

1 = S1 ∪ {v}, S ′
2 =

S2 \ {v} ∪ {v1, v2, ..., vi}). (Ñì. ðèñ. 1)
Â êîíöå ìû ïîëó÷èì íåêîòðóþ äðåâåñíóþ ïàðó (P1, P2), äëÿ êîòîðîé íåëüçÿ áîëåå
ïðèìåíèòü íèêàêîå èç ðàñøèðåíèé äîïóñòèìîãî âèäà.

3. Óäàëèì èç ãðàôà âñå âåðøèíû P1 ∪ P2 è ïîìåòèì âåðøèíû, êîòîðûå áûëè ñìåæíû
ñ P2. Òåì ñàìûì, ãîâîðÿ íåôîðìàëüíî, ïîìå÷åííîñòü âåðøèíû v áóäåò îçíà÷àòü â
íàøåì ñëó÷àå, ÷òî êîãäà-òî ðàíüøå ìû ïîñòðîèëè äåðåâî, ê êîòîðîìó ìîæíî ïîäâå-
ñèòü v. Äëÿ êàæäîé íîâîé ïîìå÷åííîé âåðøèíû çàïîìíèì ïðîèçâîëüíîãî åå ïðåäêà â
P2. Ïîñëå ÷åãî äëÿ êàæäîé èç îñòàâøèõñÿ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè çàïóñòèì ïî î÷åðåäè
øàã 1.

4. Åñëè â V (G) îñòàëèñü òîëüêî íåïîìå÷åííûå âåðøèíû ñòåïåíè íå áîëüøå 2 è ïîìå-
÷åííûå ñòåïåíè íå áîëüøå 1, âûáèðåì ïðîèçâîëüíûé ïîìå÷åííûé îñòîâíûé ëåñ.

5. Â êîíöå àëãîðèòìà ìû ïîëó÷èì ïîìå÷åííûé îñòîâíûé ëåñ, èç êîòîðîãî ïîòîì áó-
äåò ëåãêî èçãîòîâèòü îñòîâíîå äåðåâî â èñõîäíîì ãðàôå G ñ íóæíûì êîëè÷åñòâîì
ëèñòüåâ.

3.2 Àíàëèç àëãîðèòìà

Ïîìèìî ñëó÷àÿ, êîãäà íàø èñõîäíûé ãðàô G ñîäåðæèò ðîâíî îäíó ïîìå÷åííóþ âåðøèíó,
íàø àëãîðèòì ñ òåì æå óñïåõîì ìîæíî ïðèìåíÿòü ê ãðàôó G ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì
ïîìå÷åííûõ âåðøèí.

Îïðåäåëåíèå 5. Äëÿ ìíîæåñòâà V (G) â ïîìå÷åííîì ãðàôå G îïðåäåëèì íåñêîëüêî âåëè-
÷èí:

• g4 êîëè÷åñòâî âåðøèí ìíîæåñòâà V (G) ñòåïåíè, ïî êðàéíåé ìåðå 4.
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• ġ3 êîëè÷åñòâî ïîìå÷åííûõ âåðøèí ìíîæåñòâà V (G) ñòåïåíè 3.

• g3 êîëè÷åñòâî íåïîìå÷åííûõ âåðøèí ñòåïåíè 3.

• ġ2 êîëè÷åñòâî ïîìå÷åííûõ âåðøèí ñòåïåíè 2.

Äîêàæåì, ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü â ñâÿçíîì ïîìå÷åííîì ãðàôå G = (G, S) åñòü, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà
ïîìå÷åííàÿ âåðøèíà, òîãäà íàø àëãîðèòì íàéäåò â íåì ïîìå÷åííûé îñòîâíûé ëåñ F c

L(F) ≥ d2
5
g4 +

4

15
ġ3 +

2

15
ġ2 +

2

15
g3e.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü N = |V (G)|. Áóäåì äîêàçûâàòü íàøó òåîðåìó èíäóêöèåé ïî N
èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî äëÿ âñåõ ïîìå÷åííûõ ãðàôîâ ñ ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì âåðøèí âû-
ïîëíÿåòñÿ óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Áàçà èíäóêöèè. Â êà÷åñòâå áàçû ðàçáåðåì ñëó÷àé, êîãäà d2
5
g4 + 4

15
ġ3 + 2

15
ġ2 + 2

15
g3e = 0.

Çàìåòèì, ÷òî ïî îïðåäåëåíèþ L(T ) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî äåðåâà T èç îñòîâíîãî ëåñà. Ïîýòîìó,
âûáðàâ ëþáîå îñòîâíîå äåðåâî â G, ñ êîðíåì â ïîìå÷åííîé âåðøèíå, ìû ïîëó÷èì îñòîâíûé
ëåñ F ñ L(F) ≥ 0.

Ïåðåõîä. Â ñëåäóþùåé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà ìû îïðåäåëèì äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî,
÷òî äðåâåñíàÿ ïàðà (S1, S2) �õîðîøàÿ�, è çàâåðøèì èíäóêöèîííûé ïåðåõîä ïðè íàëè÷èè â
ïîìå÷åííîì ãðàôå G = (G, S) �õîðîøåé� òðîéêè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç P3 îñòàòî÷íîå ìíîæåñòâî äðåâåñíîé ïàðû (P1, P2). Ïîñòðîèì äåðåâî
T ′ íà ìíîæåñòâå âåðøèí P1 ∪ P2 ñ ìíîæåñòâîì âèñÿ÷èõ âåðøèí, ñîäåðæàùåì P2.

Ïóñòü P 1
3 , P 2

3 , . . . , Pm
3 � êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè ãðàôà G(P3), à B � ìíîæåñòâî âñåõ

íåïîìå÷åííûõ âåðøèí èç P3 â G, êîòîðûå ñìåæíû õîòÿ áû ñ îäíîé âåðøèíîé èç P2 (â
øàãå 2 àëãîðèòìà B ýòî ìíîæåñòâî íîâûõ ïîìå÷åííûõ âåðøèí, êîãäà ìû óäàëèëè P1∪P2).
Ïðèìåíèì ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äëÿ êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè P 1

3 , P 2
3 , . . . , Pm

3 ïîìå÷åííîãî
ãðàôà G(P3). Â êàæäîé èç êîìïîíåíò ìû ïîëó÷èì ïîìå÷åííûé îñòîâíûé ëåñ Fi. Â ýòèõ
ëåñàõ ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ïîìå÷åííûõ äåðåâüåâ T1, T2, . . . , Tt, ó êîòîðûõ êîðåíü
ëåæèò â B. Èç êàæäîãî êîðíÿ òàêîãî äåðåâà âåäåò ðåáðî â ìíîæåñòâî P2, �ïîäâåñèì� òîãäà
âñå ýòè äåðåâüÿ ê T ′ (ñì. ðèñ. 2). Ïîëó÷èòñÿ íîâîå äåðåâî T , êîòîðîå âìåñòå ñ îñòàâøèìèñÿ
äåðåâüÿìè äàñò íàì íåêòîðûé �÷àñòè÷íî� ïîìå÷åííûé ëåñ F (âñå äåðåâüÿ êðîìå T áóäóò
ïîìå÷åííûìè) â èñõîäíîì ïîìå÷åííîì ãðàôå G.

1. Åñëè ñðåäè âåðøèí èç ìíîæåñòâà P1 åñòü ïîìå÷åííàÿ âåðøèíà, òî T áóäåò ïîìå÷åí-
íûì äåðåâîì è òîãäà F áóäåò ïîìå÷åííûì îñòîâíûì ëåñîì.

2. Åñëè â T íàéäåòñÿ ïîìå÷åííàÿ âåðøèíà, òî áóäåì ñ÷èòàòü åå êîðíåì T .

3. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íàéäåòñÿ ïîìå÷åííîå äåðåâî Tx, ñìåæíîå ñ äåðåâîì T . Ïðîâåäåì
ðåáðî ìåæäó T è Tx.

Ïîëó÷èâøèéñÿ ïîìå÷åííûé îñòîâíûé ëåñ îáîçíà÷èì çà F . Ïîïûòàåìñÿ îöåíèòü L(F).
Â ñëó÷àÿõ 2 è 3 L(F) áóäåò íå áîëåå ÷åì íà îäèí ìåíüøå, ÷åì â ñëó÷àå 1, åñëè áû ìû

ïîìåòèëè â äåðåâå T êàêóþ-íèáóäü âåðøèíó èç P1.

4



P2

P1

P 1
3 P 2

3

P 3
3

Ðèñ. 2: Äåðåâî T .

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî ñëó÷àé 1. Òîãäà T � ïîìå÷åííîå äåðåâî. Ïóñòü t′ ýòî êîëè÷åñòâî
âåðøèí â P2, ê êîòîðûì �ïîäâåñèëè� ïîìå÷åííûå äåðåâüÿ T1, T2, ..., Tt. Ïîíÿòíî, ÷òî t ≥ t′.
Ïîëó÷àåì òîãäà

L(T ) ≥ |P2| − 1 +
t∑

i=1

L(Ti) + t− t′ ≥ |P2| − 1 +
t∑

i=1

L(Ti).

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè ïîìå÷åííûé îñòîâíûé ëåñ F , äëÿ êîòîðîãî

L(F ) ≥
∑

L(Fi) + |P2| − 1. (1)

Àíàëîãè÷íî ÷èñëàì g4, ġ3, g3, ġ2 îïðåäåëèì â èñõîäíîì ãðàôå G äëÿ ìíîæåñòâà P3 âå-
ëè÷èíû p4, ṗ3, p3, ṗ2 è äëÿ ìíîæåñòâà P1 ∪ P2 âåëè÷èíû a4, ȧ3, a3, ȧ2. Êðîìå òîãî, â P1 ∪ P2

îáîçíà÷èì ÷åðåç a1 êîëè÷åñòâî íåïîìå÷åííûõ âåðøèíû ñòåïåíè íå áîëüøå ÷åì 2 è âåðøèí
ñòåïåíè 1. ßñíî, ÷òî a4 + ȧ3 + a3 + ȧ2 + a1 = |P1|+ |P2|.

Ïóñòü r � êîëè÷åñòâî ðåáåð ãðàôà G âåäóùèõ èç P2 â P3. Òîãäà, ïðèìèíèâ èíäóêöèîí-
íîå ïðåäïîëîæåíèå äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ñâÿçíîñòè P i

3, ïîëó÷èì ñëåäóþùåå íåðàâåí-
ñòâî: ∑

L(Fi) ≥ d2
5
p4 +

4

15
ṗ3 +

2

15
ṗ2 +

2

15
p3 −

2

15
re. (2)

Îáúÿñíèì, ïî÷åìó â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû (2) ñòîèò èìåííî òàêîå ÷èñëî. Çàìåòèì,
÷òî ïðè óäàëåíèè îäíîãî ðåáðà {u, v} ∈ E(G), ãäå u ∈ P2, v ∈ P3, è äîáàâëåíèè v â ìíî-
æåñòâî ïîìå÷åííûõ âåðøèí (åñëè, êîíå÷íî, v íå áûëà ïîìå÷åííîé) ñóììà âñåõ pi è ṗi ñ
ñîîòâåòñâóþùèìè êîýôôèöèåíòàìè óìåíüøàåòñÿ íå áîëåå ÷åì íà 2

15
. Äåéñòâèòåëüíî, âåð-

øèíà ñòåïåíè 4 ñòàíîâèòñÿ ïîìå÷åííîé âåðøèíîé ñòåïåíè 3, ïîìå÷åííàÿ âåðøèíà ñòåïåíè
3 ñòàíîâèòñÿ ïîìå÷åííîé âåðøèíîé ñòåïåíè 2, ïîìå÷åííàÿ âåðøèíà ñòåïåíè 2 ñòàíîâèòñÿ
âåðøèíîé ñòåïåíè 1, íåïîìå÷åííàÿ âåðøèíà ñòåïåíè 3 ñòàíîâèòñÿ ïîìå÷åííîé âåðøèíîé
ñòåïåíè 2.

Èç íåðàâåíñòâ (1) è (2) ñëåäóåò, ÷òî L(F) íå ìåíüøå, ÷åì

d2
5
p4 +

4

15
ṗ3 +

2

15
ṗ2 +

2

15
p3 −

2

15
re+ |P2| − 1.
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Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòî êîëè÷åñòâî íå ìåíüøå ÷åì

d2
5
(p4 + a4) +

4

15
(ṗ3 + ȧ3) +

2

15
(ṗ2 + ȧ2) +

2

15
(p3 + a3)e = d2

5
g4 +

4

15
ġ3 +

2

15
ġ2 +

2

15
g3e.

Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

2

5
p4 +

4

15
ṗ3 +

2

15
ṗ2 +

2

15
p3 −

2

15
r + |P2| − 1 ≥

2

5
(p4 + a4) +

4

15
(ṗ3 + ȧ3) +

2

15
(ṗ2 + ȧ2) +

2

15
(p3 + b3).

Òî åñòü, ÷òî

|P2| −
2

15
r − 1− (

2

5
a4 +

4

15
ȧ3 +

2

15
ȧ2 +

2

15
a3) ≥ 0 (3)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆1 := |P2| − |P1| è ∆2 := |P2| − r.
Â ñèëó òîãî, ÷òî èç ëþáîé âåðøèíû P2 âåäåò íå áîëåå îäíîãî ðåáðà, ∆2 ðàâíî ÷èñëó

âåðøèí P2 íå ñìåæíûõ íè ñ ÷åì â P3.
Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî â ïðîöåññå ðàñøèðåíèÿ äðåâåñíîé ïàðû (S1, S2) ñëåäóþùèå äâå

âåëè÷èíû íå áóäóò óìåíüøàòüñÿ.
∆1(S1, S2) := |S2| − |S1|.
∆2(S1, S2) � êîëè÷åñòâî âåðøèí â S2, íå ñìåæíûõ íè ñ ÷åì êðîìå âåðøèí èç S1.
Òàêèì îáðàçîì ∆1 ≥ ∆1(S1, S2) è ∆2 ≥ ∆2(S1, S2). Ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî (3).

2

15
∆2 +

6

15
(|P2|+ |P1|) +

6

15
∆1 +

1

15
|P2| − 1− (

2

5
a4 +

4

15
ȧ3 +

2

15
ȧ2 +

2

15
a3) ≥ 0

Êàê ìû çíàåì |P1| + |P2| = a4 + ȧ3 + ȧ2 + a3 + a1. Ïåðåïèñûâàÿ ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî
ïîëó÷àåì:

2

15
∆2 +

6

15
∆1 +

1

15
|P2|+

2

15
ȧ3 +

4

15
ȧ2 +

4

15
a3 +

6

15
a1 ≥ 1 (†)

Ìû çíàåì, ÷òî ïðè ðàñøèðåíèè äðåâåñòíîé ïàðû (S1, S2) âåëè÷èíû ∆1 è ∆2 ìîãóò
òîëüêî óâåëè÷èâàòüñÿ. Íå òðóäíî âèäåòü, ÷òî àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå âåðíî äëÿ âñåõ
îòñàëüíûõ ñëàãàåìûõ â ëåâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè âçÿòü èñõîäíóþ äðåâåñíóþ ïàðó (S1, S2), óäîâëåòâîðÿþùóþ (†),
êðîìå òîãî ñîäåðæàùóþ â S1 ïîìå÷åííóþ âåðøèíó, òî ìû äîêàæåì ïåðåõîä èíäóêöèè, è
çíà÷èò ìû ìîæåì íàçâàòü ïàðó (S1, S2) �õîðîøåé�.

Ïðèìåíèâ òå æå ñàìûå ðàññóæäåíèÿ, ÷òî è â ñëó÷àå 1, äëÿ ñëó÷àåâ 2 è 3 ïîëó÷àåì, ÷òî
åñëè íàì óäàñòñÿ íàéòè äðåâåñíóþ ïàðó (S1, S2), òàêóþ ÷òî

2

15
∆2 +

6

15
∆1 +

1

15
|S2|+

2

15
ȧ3 +

4

15
ȧ2 +

4

15
a3 +

6

15
a1 ≥ 2, (‡)

òî òîãäà èíäóêöèîííûé ïåðåõîä áóäåò äîêàçàí. Òåì ñàìûì ìû ìîæåì íàçâàòü äðåâåñíóþ
ïàðó �õîðîøåé�, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò (‡) è íå îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò ïîìå÷åííóþ âåð-
øèíó. Êðîìå òîãî, ìû ìîæåì íàçûâàòü ïàðó �õîðîøåé�, åñëè ñàìà îíà íå óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ (†) èëè ñîîòâåòñâåííî (‡), íî ïðî ïîëó÷àþùóþñÿ èç íåå ïàðó (P1, P2) ìîæíî òî÷íî
ñêàçàòü, ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò (†) èëè (‡).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íàì îñòëîñü ïîêàçàòü, ÷òî â ãðàôå íàéäåòñÿ
õîðîøàÿ äðåâåñíàÿ ïàðà, ëèáî äëÿ íåãî óæå âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå áàçû èíäóêöèè,
ëèáî íàéäåòñÿ ïîìå÷åííîå äåðåâî, ñîñòîÿùåå èç îäíîé âåðøèíû, ïðè óäàëåíèè êîòîðîé èç
ãðàôà, ñóììà 2

5
g4 + 4

15
ġ3 + 2

15
ġ2 + 2

15
g3 äëÿ îñòàâøåãîñÿ ãðàôà íå óìåíüøèòñÿ.
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4 Íàõîæäåíèå õîðîøåé äðåâåñíîé ïàðû

Îïðåäåëåíèå 6. Îïðåäåëèì äëÿ äðåâåñíîé ïàðû (S1, S2) ôóíêöèþ X(S1, S2).

X(S1, S2) :=
2

15
∆2 +

6

15
∆1 +

1

15
|S2|+

2

15
ȧ3 +

4

15
ȧ2 +

4

15
a3 +

6

15
a1.

Ãäå ai è ȧi îáîçíà÷àþò êîëè÷åñòâà ïîìå÷åííûõ è íåïîìå÷åííûõ âåðøèí ðàçíûõ ñòåïåíåé
â ìíîæåñòâå S1 ∪ S2, ∆1 = ∆1(S1, S2) è ∆2 = ∆2(S1, S2).

Ìû áóäåì èñêàòü äðåâåñíóþ ïàðó (S1, S2) ñ ïîäõîäÿùèì çíà÷åíèåì X(S1, S2). Åñëè
ñðåäè âåðøèí S1 åñòü ïîìå÷åííàÿ âåðøèíà, òî äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî
X(S1, S2) ≥ 1 , åñëè æå â S1 íåò ïîìå÷åííîé âåðøèíû, òî äîñòàòî÷íî X(S1, S2) ≥ 2.
Ïóñòü òàêèõ ïàð (S1, S2) íåò. Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ. Ðàçáèðàÿ êàæäûé ñëó÷àé ìû
ïîëàãàåì, ÷òî íå ìîãóò âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ êàæäîãî èç ïðåäûäóùèõ.

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â G åñòü äâå ñìåæíûå âåðøèíû u è v, ñ êîòîðûìè ñìåæíî íå
ìåíèå øåñòè îòëè÷íûõ îò íèõ âåðøèí. Òîãäà âîçüìåì S1 = (u, v), ïî S1 îäíîçíà÷íî
ïîñòðîèì S2. Òîãäà ∆1 = |S2| − |S1| ≥ 4, |S2| ≥ 6. Ïîäñòàâèâ ∆1 = 4, S2 = 6, ìû
ïîëó÷èì

X(S1, S2) ≥
6

15
4 +

1

15
6 ≥ 2.

2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â G åñòü âåðøèíà u òàêàÿ, ÷òî d(u) ≥ 6. Òîãäà, âçÿâ S1 = {u}, ìû
ïîëó÷èì ∆1 ≥ 5, |S2| ≥ 6 è

X(S1, S2) ≥
6

15
5 +

1

15
6 > 2.

Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñòåïåíü ëþáîé âåðøèíû G íå ïðåâîñõîäèò ïÿòè.

3. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â G åñòü ïîìå÷åííàÿ âåðøèíà u òàêàÿ, ÷òî d(u) ≥ 3. Ïîëîæèì
S1 = {u}. Òîãäà ∆1 ≥ 2, |S2| ≥ 3, ñëåäîâàòåëüíî,

X(S1, S2) ≥
6

15
2 +

1

15
3 ≥ 1.

Òàê êàê u ïîìå÷åííàÿ âåðøèíà, òî ñëó÷àé ðàçîáðàí.

4. Ïóñòü â G åñòü ïîìå÷åííàÿ âåðøèíà u ñòåïåíè 2. Ðàññìîòðèì ñëó÷àè.

(a) Cðåäè äâóõ âåðøèí, ñìåæíûõ ñ u, åñòü âåðøèíà v : d(v) ≤ 3. Òîãäà ëèáî v
íåïîìå÷åííàÿ è d(v) = 3, ëèáî d(v) ≤ 2. (Èíà÷å ïîëó÷àåì ñëó÷àé 3). Âçÿâ
S1 = {u}, èìååì ∆1 = 1, |S2| = 2. Êðîìå òîãî, u äàåò 1-ûé âêëàä â ȧ2 è v
äàåò 1-ûé âêëàä â îäíî èç ñëàãàåìûõ ȧ2, a1, a3. Çíà÷èò,

X(S1, S2) ≥
6

15
1 +

1

15
2 +

4

15
2 > 1.

Â S1 åñòü ïîìå÷åííàÿ âåðøèíà, ñëåäîâàòåëüíî, ñëó÷àé ðàçîáðàí.

(b) Ïóñòü u ñìåæíà ñ v1 è v2, à ñðåäè v1, v2 åñòü âåðøèíà v, ñìåæíàÿ õîòÿ áû
ñ òðåìÿ âåðøèíàìè â ãðàôå G \ {u, v1, v2} (ñì. ðèñ. 3). Âîçüìåì S1 = {u, v},
ïîëó÷èì ∆1 ≥ 2, |S2| ≥ 4, ȧ2 ≥ 1 è â S1 åñòü ïîìå÷åíàÿ âåðøèíà.

X(S1, S2) ≥
6

15
2 +

1

15
4 +

4

15
1 > 1.
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v

u̇

Ðèñ. 3: Ñëó÷àé 4b.

wv1

v2
u̇

S1

Ðèñ. 4:

wv1

v2
u̇

S1

Ðèñ. 5:

v1

S1

u̇

v2

w

Ðèñ. 6:

(c) Èç ïðåäûäóùèõ ñëó÷àåâ 4a è 4b ñëåäóåò, ÷òî v1 è v2 ñìåæíû è d(v1) = d(v2) = 4.

• Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü ñìåæíàÿ ñ v1 èëè ñ v2 âåðøèíà w òàêàÿ, ÷òî d(w) = 5.
Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî w ñìåæíà ñ v1. Òîãäà åñòü ïÿòü
âåðøèí, ñìåæíûõ ñ v1 èëè w è îòëè÷íûõ îò íèõ: u è ÷åòûðå îòëè÷íûå îò v1

âåðøèíû ñìåæíûõ ñ w. Åñëè w èëè v1 ñìåæíà åùå ñ êàêèìè�òî âåðøèíàìè,
òî ìû ïðèõîäèì ê ñëó÷àþ 1 (ñì. ðèñ. 4). Ñëåäîâàòåëüíî, òàêèõ âåðøèí íåò,
à çíà÷èò, w ñìåæíà ñî âñåìè îòëè÷íûìè îò u âåðøèíàìè, ñìåæíûìè ñ v1,
â ÷àñòíîñòè, ñ v2. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì âåðøèíó w ñòåïåíè 5, ñìåæíóþ ñ v1 è
v2, êîòîðûå, â ñâîþ î÷åðåäü, ñìåæíû ñ u, d(u) = 2. Ðàññìîòðèì S1 = {w, v1}
(ñì. ðèñ. 5). Ïðîâåäÿ àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå äëÿ v1 è w, ïîëó÷àåì, ÷òî v2

íå ñìåæíî íè ñ ÷åì, êðîìå S1 ∪ S2. Âåðøèíà u ñìåæíà òîëüêî ñ âåðøèíàìè
èç S1∪S2, ñëåäîâàòåëüíî, ∆2 ≥ 2. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ∆1 = 3, |S2| = 5, ȧ2 ≥ 1.
Òîãäà

X(S1, S2) ≥
2

15
2 +

6

15
3 +

1

15
5 +

4

15
1 > 2.

• Ïðåäïîëîæèì, ÷òî åñòü âåðøèíà w, d(w) ≤ 3, ñìåæíàÿ ñ v1 èëè ñ v2. Íå
óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëîæèì, ÷òî w ñìåæíà ñ v2. Ðàññìîòðèì S1 = {u, v2}
(ñì. ðèñ. 6). Òîãäà ∆1 = 1, |S2| = 3, u äàåò 1-ûé âêëàä â ȧ2, à w äàåò
1-ûé âêëàä â îäíî èç ñëàãàåìûõ ȧ2, a1, a3, ȧ3. Âåðøèíà w íå ìîæåò áûòü
ïîìå÷åííîé âåðøèíîé ñòåïåíè 3 (ñì. ñëó÷àé 3). Òîãäà

X(S1, S2) ≥
6

15
1 +

1

15
3 +

4

15
1 +

2

15
1 = 1.

Òàê êàê â S1 åñòü ïîìå÷åííàÿ âåðøèíà, òî ñëó÷àé ðàçîáðàí.

• Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà âåðøèíû v1 è v2 ñìåæíû; d(v1) =
d(v2) = 4; ñìåæíûå ñ v1 âåðøèíû w1 è w2 òàêîâû, ÷òî d(w1) = d(w2) = 4 (ñì.
ðèñ. 7). Â ñëó÷àå, åñëè âåðøèíà w1 èëè âåðøèíà w2 ñìåæíû ñ êàêèìè�òî
òðåìÿ âåðøèíàìè íå èç ìíîæåñòâà {w1, w2, v1, v2, u} (ñì. ðèñ. 8), ýòà âåðøèíà
(íà ðèñóíêå ýòî w1) è v1 ïîïàäàþò ïîä ñëó÷àé 1.

8



u̇ w1

w2

v2

v1

Ðèñ. 7:

u̇ w1

w2

v2

v1

Ðèñ. 8:

u̇ w1

w2

v2

v1

Ðèñ. 9:

• Åñëè êàæäàÿ èç âåðøèí w1, w2 ñìåæíà íå áîëåå ÷åì ñ îäíîé âåðøèíîé èç
ìíîæåñòâà G \ {w1, w2, v1, v2, u}, òîãäà, òàê êàê d(w1) = d(w2) = 4, òî w1

ñìåæíà ñ w2 è v2, à w2 ñìåæíà ñ w1 è v2 (ñì. ðèñ. 9). Ïóñòü S1 = {v1}, òîãäà
∆1 = 3, |S2| = 4, ȧ2 ≥ 1, ∆2 ≥ 2 (äâå âåðøèíû u è v2 ñìåæíû òîëüêî ñ
âåðøèíàìè èç ìíîæåòñâà S1 ∪ S2, òàê êàê v2 èìååò ñòåïåíü 4 è ñìåæíà ñ
u,v1,w2,w1). Èìååì

X(S1, S2) ≥
2

15
2 +

6

15
3 +

1

15
4 +

4

15
1 = 2.

• Çíà÷èò, ëèáî w1, ëèáî w2 ñìåæíà ñ äâóìÿ âåðøèíàìè èç ìíîæåñòâà G \
{w1, w2, v1, v2, u}. Íå óìàëÿÿ îáùíîñòè, ïóñòü ýòî w1 è ýòè äâå âåðøèíû x1

è x2. Òîãäà ïîëó÷àåì ñëó÷àé, èçîáðàæåííûé íà ðèñ. 10. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

u̇ w1

v2

v1

w2

x1 x2

Ðèñ. 10:

u̇ w1

v2

v1

w2

x1 x2

Ðèñ. 11:

u̇ w1

v2

v1

w2

x1 x2

Ðèñ. 12:

Z ìíîæåñòâî V (G) \ {x1, x2, w1, v2, v1, w2, u}. Âçÿâ S1 = {v1, w1}, ïîëó÷èì
∆1 = 3, |S2| = 5, ∆2 ≥ 1, ȧ2 ≥ 1. Èìååì

X(S1, S2) ≥
2

15
1 +

6

15
3 +

1

15
5 +

4

15
1 =

29

15
.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè (P1, P2) 6= (S1, S2), òî X(P1, P2) > X(S1, S2). Èç îïðåäåëå-
íèÿ X(S1, S2) ñëåäóåò, ÷òî X(S1, S2) = c

15
, ãäå c ∈ Z. Òîãäà X(P1, P2) ≥ 2 è

ñëó÷àé ðàçîáðàí (ïàðà (S1, S2) õîðîøàÿ). Ïóñòü X(S1, S2) = 29
15
, òîãäà ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî |S2| = 5, S1 = P1, S2 = P2, ∆2 = 1, d(x1) ≥ 4, d(x2) ≥ 4, êàæäàÿ
èç âåðøèí x1, x2, w2, v2 ñìåæíà ðîâíî ñ îäíîé âåðøèíîé èç ìíîæåñòâà Z
(èíà÷å ëèáî ∆2 > 1, ëèáî ìîæíî âûïîëíèòü äîïóñòèìîå ðàñøèðåíèå).

• Ïóñòü d(x1) = 5. Òàê êàê èç x1 â Z âåäåò îäíî ðåáðî, è îíà íå ñìåæíà íè ñ u,
íè ñ v1, òî x1 ñìåæíà ñ x2, w1, v2, w2, ñëåäîâàòåëüíî, v2 è x1 óäîâëåòâîðÿþò
óñëîâèÿì èç ñëó÷àÿ 1 (ñì. ðèñ. 11).

• Òàêèì îáðàçîì, d(x1) = 4 è, àíàëîãè÷íî, d(x2) = 4, âåðøèíà x1 ñìåæíà ñ
äâóìÿ âåðøèíàìè èç ìíîæåñòâà {x2, w2, v2} è x2 ñìåæíà ñ äâóìÿ âåðøèíàìè
èç ìíîæåñòâà {x1, w2, v2}. Åñëè x2 è x1 íå ñìåæíû, òî òîãäà x1 ñìåæíà ñ w2
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è v2, à òàêæå x2 ñìåæíà ñ w2 è v2, îòêóäà ∆2 ≥ 2, òàê êàê èç v2 íåò ðåáåð
âíå S1 ∪ S2 (ñì. ðèñ. 12). À çíà÷èò X(S1, S2) > 29

15
, îòêóäà ìû çàêëþ÷àåì,

÷òî (S1, S2) áûëà õîðîøåé ïàðîé.

• Çíà÷èò, x2 è x1 ñìåæíû. Àíàëîãè÷íî ïðåäûäóùåìó ñëó÷àþ (∆2 ≥ 2) ïîëó-
÷àåì, ÷òî v2 íå ìîæåò áûòü ñìåæíà îäíîâðåìåííî ñ x1 è x2 (ñì. ðèñ. 13).

• Ïóñòü x1 è x2 ñìåæíû ñ w2. Òîãäà âåðøèíû w2 è v1 óäîâëåòâîðÿþò ñëó÷àþ
1 (ñì. ðèñ. 14).

• Òàêèì îáðàçîì, êàæäàÿ èç âåðøèí x2 è x1 ñìåæíà ðîâíî ñ îäíîé âåðøè-
íîé èç ïàðû w2, v2, ïðè÷åì äëÿ x2 è x1 ýòè âåðøèíû ðàçíûå. Íå óìàëÿÿ
îáùíîñòè, ïóñòü x2 ñìåæíà ñ w2, à x1 ñìåæíà ñ v2 (ñì. ðèñ. 15).

• Òàê êàê êàæäàÿ èç âåðøèí v2 è w2 ñìåæíà ðîâíî ñ îäíîé âåðøèíîé èç Z,
òî v2 íå ñìåæíà ñ w2 è, ñëåäîâàòåëüíî, w2 ñìåæíà ñ w1, òàê êàê d(w2) = 4
(ñì. ðèñ. 16).

u̇ w1

v2

v1

w2

x1 x2

Ðèñ. 13:

u̇ w1

v2

v1

w2

x1 x2

S1

Ðèñ. 14:

u̇ w1

v2

v1

w2

x1 x2

Ðèñ. 15:

u̇ w1

v2

v1

w2

x1 x2

Ðèñ. 16:

u̇ w1

v2

v1

w2

x1 x2

S1

Ðèñ. 17:

u̇ w1

v2

v1

w2

x1 x2

S1

Ðèñ. 18:

• Ïóñòü âåðøèíû x1, x2, v2 ñìåæíû â Z íå ñ îäíîé è òîé æå âåðøèíîé. Ïîëî-
æèì S1 = {x1, x2, v2} (cì. ðèñ. 17), òîãäà ∆1 ≥ 3, |S2| ≥ 6, ∆2 ≥ 2 (âåðøèíû
u è v1 ñìåæíû òîëüêî ñ âåðøèíàìè èç S1 ∪ S2), ȧ2 ≥ 1. Èìååì

X(S1, S2) ≥
2

15
2 +

6

15
3 +

1

15
6 +

4

15
1 > 2.

• Ïóñòü w2 è x2 èìåþò ðàçíûå ñìåæíûå âåðøèíû â Z, ïîëîæèì S1 =
{x2, w2, v1} (cì. ðèñ. 18). Òîãäà ∆1 ≥ 3, |S2| ≥ 6, ∆2 ≥ 2 (âåðøèíû u è
w1 ñìåæíû òîëüêî ñ âåðøèíàìè èç S1 ∪ S2), ȧ2 ≥ 1, îòêóäà X(S1, S2) ≥ 2.

• Çíà÷èò, x1, x2, v2, w2 ñìåæíû ñ îáùåé âåðøèíîé z èç Z. Åñëè d(z) = 5, òî z è
v2 óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì èç ñëó÷àÿ 1. Çíà÷èò, d(z) = 4. Òîãäà ðàññìîòðèì
S1 = {w2, w1, v1} (cì. ðèñ. 19). Èìååì ∆1 = 2, |S2| = 5, ∆2 = 5, ȧ2 = 1. Äàëåå

X(S1, S2) =
2

15
5 +

6

15
2 +

1

15
5 +

4

15
1 > 2.
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u̇ w1

v2

v1

w2

x1 x2

S1

z

Ðèñ. 19:

u̇

vS1

Ðèñ. 20:

Íà ýòîì ðàçáîð ñëó÷àÿ, êîãäà â ãðàôå G åñòü ïîìå÷åííàÿ âåðøèíà ñòåïåíè
2, çàêîí÷åí.

5. Â ãðàôå G åñòü êàêàÿ-òî ïîìå÷åííàÿ âåðøèíà u. Åñëè d(u) = 0, òî èç-çà ñâÿçíîñòè
G V (G) = {u}. Òîãäà u îáðàçóåò �õîðîøèé� îñòîâíûé ëåñ, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû
óñëîâèÿ òåîðåìû 1.

6. Îñòàåòñÿ ðàçîáðàòü ñëó÷àé d(u) = 1.

• Åñëè u ñìåæíà ñ âåðøèíîé v ñòåïåíè ïî êðàéíåé ìåðå ÷åòûðå, òîãäà ïîëîæèì
S1 = {v} (cì. ðèñ. 20). Ïîëó÷àåì ∆1 ≥ 3, |S2| ≥ 4, ∆2 ≥ 1, a1 ≥ 1. Çíà÷èò

X(S1, S2) ≥
2

15
1 +

6

15
3 +

1

15
4 +

6

15
1 = 2.

• Åñëè d(v) = 1, òî V (G) = {u, v} è òîãäà ðåáðî (u, v) îáðàçóåò õîðîøèé îñòîâíûé
ëåñ ãðàôà G.

• Îñòàëîñü ðàçîáðàòü ñëó÷àé, êîãäà u ñìåæíà ñ íåïîìå÷åííîé âåðøèíîé v, äëÿ
êîòîðîé 3 ≥ d(v) > 1. Äîáàâèì ê íàøåìó ÷àñòè÷íî ïîñòðîåííîìó ëåñó �õîðî-
øåå� ïîìå÷åííîå äåðåâî {u}. Óäàëèì èç G âåðøèíó u è ïîìåòèì v. Çàìåòèì
÷òî äëÿ îñòàâøåãîñÿ ãðàôà ñóììà 2

5
g4 + 4

15
ġ3 + 2

15
ġ2 + 2

15
g3 íå èçìåíèòüñÿ è ïðè-

ìåíèâ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè äëÿ îñòàâøåãîñÿ ãðàôà ìû äîêàæåì ïåðåõîä
èíäóêöèè.

Íà ýòîì ðàçáîð âñåõ ñëó÷àåâ çàâåðøåí, òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü â ãðàôå G åñòü k âåðøèí ñòåïåíè õîòÿ áû 4 è k′ âåðøèí ñòåïåíè 3,
òîãäà â ýòîì ãðàôå ìîæíî âûäåëèòü îñòîâíîå äåðåâî ñ êîëè÷åñòâîì âèñÿ÷èõ âåðøèí íå
ìåíåå d2

5
· k + 2

15
· k′e.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ëþáóþ âåðøèíó â íàøåì ãðàôå è áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíà ïî-
ìå÷åííà. Ïðèìåíèì ê ýòîìó ãðàôó òåîðåìó 1. Òàê êàê â ãðàôå òîëüêî îäíà ïîìå÷åííàÿ
âåðøèíà, òî ìû ïîëó÷èì îñòîâíîå äåðåâî èñõîäíîãî ãðàôà.

Çàìå÷àíèå 1. Çàìåòèì, ÷òî èñõîäÿ èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ëåãêî ìîæíî ïîñòðîèòü
ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, êîòîðûé áóäåò âûäåëÿòü îñòîâíûé ëåñ ñ íóæíûì êîëè÷åñòâîì
âèñÿ÷èõ âåðøèí. Äåéñòâèòåëüíî, âíà÷àëå àëãîðèòì äîëæåí íàõîäèòü õîðîøóþ äðåâåñíóþ
ïàðó (S1, S2) ñ íåáîëüøèì êîëè÷åñòâîì âåðøèí, à ïîòîì, ïîêà ýòî âîçìîæíî, ïûòàòüñÿ ýòó
ïàðó ðàñøèðèòü æàäíûì îáðàçîì.
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5 Çàêëþ÷åíèå

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ãèïîòåçà Ëèíèàëà îêàçàëàñü íå âåðíîé äëÿ áîëüøèõ çíà÷åíèé δ, îäíàêî
ïðè δ = 3, 4, 5 îíà ïîïðåæíåìó âûïîëíÿåòñÿ, åñòåñòâåííî âîçíèêàåò âîïðîñ: äëÿ êàêîãî
ìàêñèìàëüíîãî δ óòâåðæäåíèå ãèïîòåçû âñå åùå âûïîëíÿåòñÿ? Êðîìå òîãî, â ñâåòå íû-
íåøíåé ðàáîòû, õîòåëîñü áû ïîëó÷èòü ðåçóëüòàò äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ãðàôîâ, êîòîðûé áû
ó÷èòûâàë ñ ðàçíûìè êîýôôèöèåíòàìè ñòåïåíè âñåõ âåðøèí â ãðàôå. Â èäåàëå, õîòåëîñü
áû èìåòü ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, íàõîäÿùèé îñòîâíîå äåðåâî ñ êîëè÷åñòâîì âèñÿ÷èõ
âåðøèí ïî êðàéíåé ìåðå 1

2
k5 + 2

5
k4 + 1

4
k3.

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü Ä.Â.Êàðïîâó çà ïëîäîòâîðíûå îáñóæäåíèÿ è çà áîëü-
øîå êîëè÷åñòâî çàìå÷àíèé ïî óëóøåíèþ ñòàòüè.
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